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D local algetra
スキームの 局的 な性質は 、 局所環 の環論的 な 性質 でべる

Q
.

との 程度悪 い 特異点 か ?

Q -

どの 程度 “重複 ”

しているか ?

Q
.

どの程度 一般的な超半面 の 交叉 で 書かれるか ?

[Badescu
, Algetraic Surfaces}

ー

← 正規Govenstein特異点 の 解消 に

現れる例外因子の 特徴づけ

体上有限生成 は仮定軍 に 左を仮定したうえでの 性質
θ
は特微付け

generall case ' この 列全体的に怪 しい
Noeth local a Coben- Macuulay I Goreastein I Complete Infersection I Reglar

def( n: =di'm) dim = depth ijedims∞ Ekemdin - dim dim = emdion
.

Algetren 氏元
D

(生成)
巴系 巴系⇒延則列 完備化には ヨ正則巴系丗 δ

(独立性)
「解析的 準正見り例

巴系イデアルは 完備eg.1 o/ その正列則cal 構造定理独立 既約

(素団子) 高度定理 @純性定理

(重複) 229㎡ iv d(A /)
4

: e(9)

Geometry ( locally C.I . )

(交 )叉 n元の零点 息に元 1 西列の空点
独立

? aff. 内独立ない
"

の 曲面の効 ほぼ平面

(重複) fatness有限 純 埋入なしある意味で極小の重復 重度1

0dualizing ( )awr D
=ω XEn]

*
ω* : 可逆 ω*=ω *di

(

919pσ

)~ ω
X
= WX

m
“

duabizing compley a dmalizingsheaf ( ×p .) canonicalshenf



代導来圏での解釈 × por k n次元 参考: Hartshorne, AG ''

Stacksproject

Grothendieck-Verdierduality :Lf * ,Rx = Rf! +
f

!uppersbriek

RH0m (R5枠 ℃ ) ≡RH0 m( 5 !O)
11 ! !"

(RP) K[o] o: dualizingmplex .

H
-
i (X,牛o ≈ Ext (?ω×) : 昼 の 導来国での

:
Serre duality

感感照然蒸11Abel 圏 CohCx) での Serreduality を 国復しそうに 見 えるが、

H- z(
×,)

意 ω一点に集中 すれば

Exti 1w ) : 層 の Ael っ～
が
複体のの

覀 Serve duality
H^
- i (X ,) 「≈H*,*w ) :見れた形

以下 が 我立

。 X : eq-dim . かつ CM⇒ W =W [-U]
苴def : cIralizing complex はある層 (dualizing sheaf)

花EX , ex がCM のシフトであり 、

一点 に 集中する

⇒ 昼 の Serve duality が 成立する。

さらに 、local に( CM 点
、Gor 点Reg 点 はそれぞれメ 内 の開集合をなすことに注意)

0 O×x がGor .⇒ ω は 2 のある近傍 で可逆
0 O .x が Reg .

⇒ ωは x のある近傍で ω× : 準屋に 一改X

余
。 X が Calabi - Yan Reg.で ω=WY= OX. ー

selfrdual.

⇒ Ext
^-i(O×,E ) ≈ Exti (昨, O× )

~



D local cohomology での (解釈 ( ,ik): Nocther,local.
M : fig . A - Mod

.

。 臨(M) : - H( SpeeA, M ): local cohomology (of
. HaEx

.

1
.

3. 3)

Fact. depthm(M) = min { i ( ‰(M) ≠ 0 } :
depthのマホモロジー的解釈
f(. HaEx. ⑪.3 .4.)

O A : CM の 2 ni = dim (A) = depthm(A]

Fact ① H臨 (A) は i ≠ にで 0 i
.e
. 一点 に集中 する、

② H岩(M ) ≈ 上xt( M, ω a)v
: local duality
～

V
は HomA (-, E(k]) の 意 : Matlisduality

211 よ~条件 (長さ有限 「等)

Homp (-, k ) : Serve duality の類似

o A : Gorenstein のとき

Fact .① (A) は i ≠ ので 0

しかも i = いで E(K) globalな Gor の特徴として

ー we : irnw があった
。

②(M)≈ Ext":(M ,A) V ie .WA= A となる 。
rn

self- dual .

Q .
Koszul conplevhomoleyy

との関係 は

A . コホモロジー 版 Koszul に 入れる 元 を 冪乗 した colimが 局所 コホモロジー

らしい ?



( Overview ) Gorenstein早見表 大変 パートの
∠ ×t(E の補題 4つ)

Thom.18 . 1.Gorenstein 性の同値な特徴づけ
; ) inj dims∞ ;)injidioe = diom

: ii ) CM かつ Extdim(A k
,
A) = K

i) 巴系イデアル 。既約 J 巴系イデアル : 既約

Thm .
18. 2 . Gorenstein性 は local property .

大変 パート②
Thm . 18 . 3 . A:Gorenstein⇒ A : Gorenstein ∠Linghull の理論 )

Thm . 18 . 8 . A : Gorenstein ⇒ AI :min .inj. resol . は

I=⑦ EA(A/P)
htp= そ

EX .
1

.
8 1

.
(≤) : A 列

A : GorensteinE ⇒AlC : Gorenstein

Ex
. 18 .

3
. A : Gorenstein ⇒ Atx} : Gorenstein

Rnk .

. Noether
,
local ECM E Goreastein E Regular .

の CM と同様 、 Gor は 準同型像 (ie剰金) で 安追ではない
。 CM と 同, Gorenstein非局所環の 概念もある 。

℃ ME 違 い, Gorensten 加群
”

の 概念 は 無 い



Lem
.

1 A :環 MFA -Mod. nao に 対 し

injdimMEnE ⇒ TI ,Ext" (AlI , M) = 0

さらに A : NoetherならI は tP でよい

<宗持ち> Ext は Hom ( N . (Mの ing . resol.) )で計算 するので
「

inj . resol が 消える ⇒ Ext が 消 える 」 は 明 らか

逆のことを 、 FAIという 形 の加群だけで判定 できるというLemw
/A p if Noether

prf .(⇒ ) は 明 らか

(E) n = O TI
,

A σ I - o : ex
.

D
Hoom (A, 14 ) → fHom (I, M) → 0 iex . Tha. B. 3

い 仮定 ～ns M : ing .
Ext

'(A/I, M ) (inj- dim = 0)

n 3 o O → M . Qs . .→Qu 'sQ "sQutts . rinjresod .…
ー

{
O → M sQ-… → Q -

'
sc → 0 : ex .

… ⑩
を 打ち切って に 分 ける

O → C→ Q
'
→ Qn
'
s … : inj. resol. …

Ext.
* (A/I , M ) =歴 。O の injiecol . 問を 見比べると

≡ Exth (AF , C) ≤ o
↓n=0 のとまの考察

c : ing .inj-dimMan .

… A : Noether のときは

(Thn. 6.4 )EW:A -Mod ,ヨ N =No 2N 2 … 2 No+ 、 = 0

.NilNi+≈ A/P:

より 、

「
OP
, Ext (AlP, M ) = 0」 が

「

EN
, Exfi (N ,M ) =0 」を意味する

、に

nAlI とすれば
OK

bleand



Lem
.

2 A : ,
M
.
N
: ArMod.

x ε A が A正 りかつれ 延取 りで 、 xN = 0 だとする

A= AlxA , M = M/xM とおくと ( N はある A- Mod のスカラー制限)1 a HomA (N, M) = 0 四

(nzo )
。 Extm

" (N , M) ≡ Ext( N,M ) 正児り元で 集割ると Extが 「 ズレる 。

<観察 ) A→ AlxA =A に 関 する 随伴 ぽいものとして解釈できる

{ M = MA = MA: スカラー 拡大 なので
N = NA ースカラー 制限

Exta (NA , M)E]≡ Exta ( N., MA) (xが M- 正りなら )

っ

Cf. Homa (M , NA)
≡

Homt( MT;, N ) : 通常 の 拡大十制限 随伴

さらに 観察 … 導来圏に 持 ち 上 げる 、

:
M について仮定なくDR (HoMA NA , M)[] ≡ RHomA (N ,MA ) 成立

¿ ㎡ i もし M当 がA 一点 に 集中すれば
～

Ext(NA, M )≡ Ext(N ,MA) : anLem」 を 回復する

→ MAが一点 に集中 するのはいつか ?

↓ hi

TOAM,A) Koszul ホモロジーの消滅による M列 の特徴づけの類似 ?

Claim .x が A 一正則かつ M一正則 ならTorM.A ) = 0 (i ≠ o )
ーで出くる

② O→AA A → 0

日 長完全列^ : x は A一正則
い( .A」はで常に 0 ) ~セロ
( n

(".
;)*
)
:

→ MCM → MA → 0
∵ xは M一欧り



?

θの 計算 R (HomA NA ,
M J []≈ RHoMA (N ,MA )

211通常 の制限 +余スカラー拡大随伴
RHoMA (N , RHoma(A, M)) [ 1 ] .

211

RHoMA (N, RHOmA(A,MJID )
～ー比^る。

①構からの 計算( Abel圏的計算)

[A* ☆] :gisiPojesol
-なので →

学-[ M M ] = M *A21 シフト心

[A] Hom
女
G .iu ) [ MM] = RHom (A, M)

ー 1 0 0

② 完全三角での 計算 (三角圏的計算 )

(仮定) A A → A → A [ i] : dit .

M 上MSMBA→M [ 1 ] : d - t .
2
M§ 一

l 1 11 ⇒ 2l 1 : cone の 一意性

RHom(A , M -M"

m、cy 返 +

RHon(A, M)[ロ : dt
. ) Rlom( -,m)

MM - RHOMLA,M -RHOM(A [D,M) :d - t.

(Lem. z)

Prf . proj - dimAA a 1 に 注意 してモロジー代数をする、 □



Lem
.

3 M : f.g . A - Mod問感Noetherイデアル能 (7/保 ) = 1 ならば

ExtA
" (K , M) = 0 ⇒ E×音 (Alp , M ) = 0

<気持ち> 0 → /p→ Alp→ Alm→0 : ex. により

0 if Exi
(

A/m)

∞☆ これを言 う 命題謎 。 証明も謎
iExf(/p)← Exi(A/p) = 0

then m/pは単純ArMod だが、
そこから従う

わけでもなく…
prf . 各 Ni は A/Ann(N) = A/(p+xA)-mod
xGR- P をひとつ 取る 。 より ACPC に 現れる P は

。 PtxA は m -準素 なので 、 N =A/CP+ cc A/(P+xA} の 素ラ7ル
i. e .r .

N = No 2 … 2 Nr = 0 、 Ni/Nit≈ K という filtration ができる

0
。 仮定 ( Exfit “(K .) Mが消える )よりExtit(N. M も 消える

0. * AP =Nッ

0 = Exti* 、(N, M)

∞
Exti(A/p , M)EExti(A/P ,M ) : ex .

inj - resol-だと怪 しく 見えるが
。 Exti (A/P, M ) は fy . A -Mod なので …(pojinsolでも十算できその場合
NAK よりこれ = 0

.

各々 fg- に 取れるのは 明 らか
Lem

.
3

ロ

Lem
. 4 (Aim,k ) : Noether, local M : f.g . A -Mo

P : A の 素イギアル ht (^ /) = d ならは

Exti (k ,M ) = 0 ⇒Ex
“ (《(P) , Mp ) = 0

Ext柴 n)(K, / Mm)

prf . 2 aPo 2 - … aPd = P として 、Extr 局所化 は 交換 するので
Lem

.
3 と 局所化 を 交互 にくり 返せばよい 、



Thm .18 . 1 (A ,r , k ) : n 次元Noether, local. TFAE

(1 )injdim Ac ∞ ⇒
def

Govenstein

( 1
)inj- dim A = n

(2) Ex高(K . A) = 0 (i≠ u )
,

= K (: = n) … ー凪‰

(3) Ext (K. ,
A) = 0 なる Nsn が 存在 する …

眼

( icn) ,
= K (i = n)…fK愛 ……… … CMR胸

ー

A : CM かっ VA の 巴系イデアル : 既約

() A : CM かつヨ A の 巴系 イデアル : 既約

Ronk .

。 さが 既約 I= J ^ J "なら I = JorJ '

e.g . 素イデアルは 既約 : Prime awidance

既約 イデアルは 準素( Noether現なる」( cf_Lasker-Noether'sthr の Pof )
～→ 素 を 準素 の 間 くらいの 概念

幾何的 には 、 「 既約 であり 、 ダブリ 方 にも 制限 がかかっている」 くらい ?

o Ext による 特徴づけについて
i … n - c n ntt …

CM ゼロ 非ゼロ の 不明
Ex(K,A) 非Gor. なら 全て非ゼロ)

Gor
.

ゼロ K ゼロ

巴系イデアル 自体 は

r
Noetherlocal9 ysu とつ以上

01順序 ( 1 ) →
大変

(' ) (5') 兪 (5) 存在するので
injidim crx CM&画 irr CM& 巴:irv.

大変 M や z

(3)" ⇒
w
/変な

(4) <⇒ (4')
¤ 靈 呱 OK

CM園へ
nc どこか nな



(( 1 ) : injidim ax ⇒ (') : inj - dim = n )
or : =inj,dimA etic

o nar( o ≠ りdim ≤injdim ) を 示
す

Q ht (on/p) = dim A = n なる P (よって特 に極小 ) を 取ると

PAPEASS (AP) なので Ap は K(P) = Ap/PAP と同型な部加群を合 み

Hom (KLP),Ap ) ≠ 0 .保 7 Exty( K . A) ≠0
.Ext

はHoulAning
, nar .

の n 2 r (つまり dim 2 inj .dim ) を 示 す

or= O なら 上 の nar より OK 、γについつの帰納
o √ , 0 (帰納注 ) ーニュで rC ∞を使う

(
O→ ExtっExt

… …

“ Extt ( A) = : T は 左完全反変∞
Extっ Extr→ Ext

olem
.

l よりヨ p, T(A/P) ≠ 0 .

a 隕素>必ず O (r = injdimよ; )

。 実 は P= m であり T(K) ≠ 0 .

∵ P≠m なら x ε m (P を 取ればば

0 → A/p ' A/P : ex .

O - T(A/P) @T(A/P) - ex

.
T (A/p) = 0 .矛盾

o m # Ass (A) である 。

∵ LGAss (A) なら

0 → t A :ex .

0 ← T(K) ← T(A) = Extr (A ,A) ℃ ～ → T(K) = 0 .
矛盾

。 よって a ヨ x : A 一 正 司が取れてLem.2 より
Leva

.

2

IN :A -Mod,Exth (N, A )≈Ext(N, A )

= { it 1 ア r なら 必ずゼロ

i+1 =γ では N = K のとき 非ゼロ

→ inj idimA =
r-,田法dimλ Am A

-にn-、(( 1)⇒( 1 ))ロ



( (i' ) :injdim = n ⇒(2 ):飛災 o )

o n = 0 の 場合( i . e .A : injective )
o mEAss (A) より

O → k s iA iex .

olom(K'A )a - Hom(A .Al : ex .

≡ A

(i-modとして己生 ) に流生
≡ K

つまり Extr (K, A) ≡ K .Ex 博 ( K.A ) = 0( A :ij より ) より OK

0 n 3 0 の 場合 (帰納法)
。 さまと 同様 , ^配 : A 正則元 が 取れて

ン次元 いはひとつ 下 がり Extもととつずれるので帰納的 に OK

((' ) ⇒ (27 ) □



((3) :

“ぎ " ⇒ ( 1 ) : inj . dim c ∞ )

。 (Extrk, A ) = 0 だとする (Nsn )

0 n= 0 の 場合
022 は Aの 唯一 の 素イデアルなので Lem

. 1 の 判定は K のみででき
、 injdim< NN

an so の 場合 (帰納注)
0 P≠ m を 取る 。これに 対してもExt が 消えることを 言わなければならない

d= ht(n/p ) 2 」 とおく
、

o dimAp は dimA から d 下がり .

Ext (K. A ) =
。

⇒ Len はExtp (KCP), Ap ) = 0 の 肩も d 下 がる
→ 帰納法 の 仮定 inj- dimApco.

。 ( 6 )⇒ (1 )よりinjdimAp = dimApanCN まで 言 えて 、

「
EM :f-g .

A-Mod ,tp≠ m
,Extil( M .A) ) p =Extt (MP. Ap) = 0 」
ー
= : T(M) とおくと

「

EM : f
.g .
A - Mod

,
S、pp (T(̂ ) ≤{m}
)

～～ょてT(n )は長 さ有限 (
TSM) : fg, & SuppT(M) ≤ {m}
⇒ Ass(TSµ) ) ={m
T(M) 2 … 20 であって

。 tp , T(A/P ) = 0 である 。

名ステップとなるものがでまっ
fin -dim . as k-fect より lax .

… 。 T(A/P) ≠ o なる P があるとし 、 その極大元を 取る
、

。 仮定より T(《) = O なので P ≠ m. xEM- P を 取 り 、

A/(PtxA) = Mo 2 … 2 Ms= 0 .McCMct ≡ A/P: とできる

。 ここで P: 2 PtxAPだが、 P の 取 り 方 から T(A/P: )=
→ T (A/(P+xA)) = 0 .

。 O → A/p や AlP → A/SPtxA)→ ODT
←T(A/P)←T(A1p)

”

～長節間 の単射自己準月型 で「 (A/p)=0. 矛盾

o lem
. I より inj -dim A EN . ((3) ⇒ ()) ロ



((4) : CM & ⇒ ( 5 )CM &巴系 :既約 )

。 CM より 巴系は A列 なので 、Lem 2 を 返 し 用 いて、 ☆ ニ A/系とおくて

Homa (k,A) = Ext
"

y (K . A ) ≈仮定
K
.

NA : sabmodlie.icdeal ) なら

ー Ass (r)≤ Ass(A] = {m} よりNは Alm= K に
同型 な 加 群を 合む

o A . Artin で .Ass(A ) ={r }より極小非客イデアルは K に 同型

。 合 わせると 、極小非零イデアルは唯一…… 10とおくく
。 I
,
Iz : ☆の非空 イデアルは I0 を 含むので I, n Iz ≠ o

.

→ これは 元の A で 巴系イデアルが 既約であることを言 っている 、

((4')⇒ ( 5)) ロロ



[[5) : CM & 巴系イデアルー 既約 ⇒ 2):_飛 )

“ CM より 左 の
θ

は OK .
「 AHin環

。 φ を Aの 既約 な 巴系 イデアルとし 、 B = A/4 とおく 、 さきと同様

Extuti (k ,A ) ≡Ex指 ( K . B ) し仮定より B の C) は 既約

。 よって 、 A のことは忘 れ
、以下 を 示 す

「
B は Artin かつ (0) は 既約 だとするこのとき Ext( K,B) = 店 落 」

o i = 0 ( i . e . HomB (K .B) = K を示す )

。 B : Artin より fomB( K,B )≠ 0ではある。

。 O ≠ f .gelomp (K,B) を 取る

o f(K) ≠ g (K) なら 、 ともに 極小非尽 より f(K) 、g(K) = (o ) 」 既約性 に 反する
。

o f(f) = g(K) .fun =gα)なる αε K があるので f= g.
0 f =φα なる K倍関係 にあるので Hom (K,B) = K .

。 i s 0 ( ire . Ex情 (K , B) = 0 を 示 す)

。 (0)= No ≤ … ≤ Nr = B
,
NiNi- ≈

K を 取 る、

0 O → NE → Nitl → k → : ey .

Hom(Ni
、B)←Hom(Nit,B)← Hou(kB)長o iex.

②

(司 … ← Ext
' ( K . B)← )0 iを 動かすと 、 N = KHom(K,B ) = K を 用いて帰納的 に

d -1 lom (Ni, B)) ≤ i (等号成立 G 81 .…, S: - 、 が 空
… U (Hom (管 B)) = の 等号成立 より 全ての i は 0

.

0 O . Nr1 → B → K → 0

( (5')⇒ (2))

しこれでThm
.
1 おわり B

Ext ' (B ,B) ← Ext
' (k , B) " 0 Lem

.
l ロ

=0 ⇒ = 0 ～. B : ing .



Lem
.
5 A : Noether . I :ig . A- Mod ⇒ Is : inj- As - Mod .

prf . イデアルで g は判定 できるが、 局所化 と Hom が 交換 し OK
、

ロ

Thm .
18. 2 . A :Gor. ⇒ Ap : Gor .

prf .( A の有限長 inj-resol .) p はAp の有限長inj. resol. □

Def
.
A : Noether .

A : Gonensteindeftir, Am : Govensteinlo 1 )

⇒
Thm2
tp

, Ap : Gorenstein ( local )

Thm . 18. 3 . A : Noether local . A ' Gor . ⇒A : CGor.
prf .

dim Aa dim A. EX 7.7 (デンリルが
完全 なのでそれはそう )

ASA : fflat より Ex( K.A )YA ^ = Exti (K ,A)
刁

0nミー
⇒ 顎主 口

Ex . (8 . 1( @ : A列 . A : Noether ,local . A:Gor. ⇒Alla ]:Gor

巴系イデアルの既約性 で 判定 すればよい

EX. 18 . 3 A : Gor. ⇒ A[X] : Gor.

② 大変そう



Thm . 18 . 4 . A :Noether, P . Q:素行 3 v

;) E (A/p) は 直既約で , injective . ( ie . BM
.Nst. E (A/P) = MON)

ii) 直既約 、injective ならあるPがあり E(A/p ) に 同型

i ; ;) x ≠ P なら E (A/P)→E (A/p)
.

v) P ≠ Q なら E (A/p ) E (A/Q )

) ) 3 E(A/p) ならヨ v , Ps = 0

vi) QE P なら E(A/Q] は Ap 加群 にもなり 、

EA (A/Q ) ≡ EAp (A/QAP)

止 まとめると

Thm . 18 . 4
,

3) SpecA {直既,injective A - Mod }
Ψ Ψ

P ー E (A/P ) は 全単射
(

⇒i , ii , v)
ィ ) x ¢ P なら E(A/p)x = E(A/p) (⇒ ; ii )

x ε P なら E(A/p)x = 0 (= v )

ィ ) キ Q なら E(A/p)Q = 0

P E Q なら EA/p )Q = E(A/P ) : すでに AQ加群 張 : }

Rmk .

NGM で N : ing .なら。 ①→N→ M→MIN → Oがするので

MENOMMで N は M の直和因子、



prf .

;) : O ≠ N 、 , NZEE(A/P) だとすると 、 Nin (A/p) ≠ 0 (“ A/PGEA/p] : ess. ex+)

N 、 ONz 2 (N 、 ^ Alp ) へ (N=^ A/p)
～

Alpのイデァル
～

非空ともに

2 (N. ^Aβ)(N2 ^ A/p) ≠ o
λ

∵ A/p : 整域

ii) : O ≠ N : 直既約 、 ijだとする、 PEAsSNをとると AlPGN がある 。

Alp S N
N: inj . より E (A/p) → Nがあるが 、 Alp ∞ EA/p) : ess.extt小 出

E(A/P) より E (A/P)→ N は 単射 でなければならない
i より 全IN = E (AlP)あ? なのでN =E (A/p)、

; i ;) x$ p なら Ker(E(Ap)や E(A/p)) の (A/p) = 0 .
(∵ Alp : 整城 )

Gessext Ker (E(A)ECA/pγ) = 0 . O → E (A/p)E(Ap)→ C→ o
」 より 分裂するので U信 は 全射

。

ル) P¢ Q なら xEP - Q がそれ n 修 on E(Alp) : non -injより同型 でない
E (AlQ ] : inj -

v ) : ;) と iv)よりAss (E(A/p)) = { P} ,

' 5 EA/P ) に 対 、

A/Ann(§) = ASGE(A/P) より (Ass A) = {p ] だから av , ps = 0
.

V(Ann('A))= Supp (§A)のmin =

{ P}よりAm( SA )はP -priman、
ess

vi) PDx が同型なのAp -Modではあり 、 よって AlQ → EA/Q ) から

(A/Q) p ↳ EA/Q)が 得られ 、 これも 当然ess.ext_

M IN : Ap- Modhom.
は
A -Modhom. な

aで. A-mode un inj . より

巨)2 A- dhomが 生 えN がAp_mdならこれはAp-edでもある。

no Ap- inj .

ロ

く大事 ! 非常 によく 使うギロニ>

N : inj なら PEAss /N ) を取BE NEEA/p)の (補加群 ) 、



Thm . 18 .5 . A :Noether環上 の 。 群 について

i) inj の 任意個直和はinj.

i ; ) 任意 の inj - は 直既約 inj の 直和。

i : ; ) ii) の直和分は 下 の 意味で 一意的 :

。 M ≡④ M: CMcは直既約 inj - ) であるとき 、
各 P に 対 し1

1

④ Mi は MCP のみから決 まるる (MLP) とかく)(3)
M:≡E(A/p)

#(k) {M: ≡ E (A/p)}も M EP のみから 決 まり、

dimkep) Homtp(KCP),Mp)に 等 しい 。

Rnk
.

σ ( (;) iii) は、有限群の ①線形表現の完全可約性 と類似 している
.

(: : ^) : 任意 の 有限 群の 線形 表現は 完全可約である 。
[Maschke]

(:; ; i' ) :( ; ; ) の直和 分解 は 下 の 意味 で 一意的 :

0 V ≡④ Vi しi は 既約表現) であるとき 、

各
W: irv. に 対 し

Oi はひとW のみから 決まる
。(3)

vi≡W1 (イ )# {vil ≡} も " り .

dime Homa (W,t) に 等 しい 。 ←これはfradinでない εだめ ?か

ー

Prf .
I4

イデw

あ Mx に 対 し I : fg より I の像は
I

φ
, ⑦ Mλ;) Mn : inj ,

有限個の Mx に 含まれ 、延長 A成 M を足してOK 青atMxt
. d

i ;) M : inj だとする 超限 帰納法 で 構成 する。 > ⑦M λ

“ MFM が直既約 ig の 直和 なら 、補加群 の Ass の injhall をつけ 加 えればいい

(ice . M =NxON 'とかけ .PEAss(N' )を 取 りNat =NXDEA/P) とする )

。 極限 … 各 µ c λで NM が 直和 になっていれば Ʃ NM も 直和 になっていて OK
-



: i ;) ある M の 直和 分 解 を fix し .伴 う MCP) をとる 。

これが 示せたら((3) WTS : MZEZE (A/P) なら E ≤ M (P) . MCP)
=RIEEECAD
) Ʃ EはMeDn)

0 § GEを取る
。

ー Pi =D で Pi ≠ P; ( i≠; )
。 § 二 、せ…+ い 、 ← M (P: ) とかける (∵ M≡ 冬M (P:) )
0 θ = (§(一引+t … +§ りは 「 aEPならヨ m

. ang 。
= 0

」 をけたす

0 = 前t せ… + ‰ , た ε M (Pi) に直す
:22

。 たとえばが { D…Pr}で 極小とする、 Primeavoidance により

acPi… Pr - . -Pr を eze
E(A/Pc) a = 0 [ :≠ w) だったので、 m >x 0 で

E (A/Pr)a = E(A/Pr)

any , = -
a

"yr 」 = O だからar = 0
.@4Pr修Mr = 0.

。 くり 返 して 全 てのえでた =0
. (3 )のアイデア :

もし M= E(A/P.]① … * E(A/pr)なら
0 § 一 =に O より 多 ε MCP)、 acPr…Pr -P

を取ることで( Ma = E(A/P,)a
と

、

“E(A/P 、)分 ” を特定できる
。

(イ ) MR = M (Q)( ∵ ( 184;q) :
Q 4 P な 3 E (A/Q)p = 0 )QEPなら E(A(Q) p = E(Al0 ) : すでに Ap- mod

xEP-Q が 取れ! HomAp(K(p), Mp ) x ¢Q よ」 MCQ)で車射 なので
= ④ Homtp (K(P) , MCQ)) !xEP より x K(P) = 0

QEP 壬意 の f = K(P) → MCQ) は

"
1 xd=0 田 a り f =o.

= Homtp (K(P), M)(P )ぁloAp(K(P),M(Q) K(P ) MCQ)

M(P) ≡E(A/P)→ 211 ～ K(P) MCQ)とおくと

い O ≠ fog etlomap(K(P), E ( )ok())なら . K(p) ss
.

Etp(K(D))品 Hom K(P)(Ap ,
E(A/P))

( Iomf の KCP)≠o)
は
1元やより

Img o K(p)≠o
より Imf = Fong . ice .frgは定倍

→||
M

_ “
E(A/P) と書 く

dimkim(Homan(KCP)》
□ Thon . [8. 5 .

: MCDのみによる、



Thm . 18 . 6 . [Matlis duality} (Aimck ) : Noether , local . Ea = Ea (k)

| %有限長
A 加静郡 にが …。ドにHeral+E☆ は

紫e 自己反変同値 を与え、 l (M) =U (M) 、

ii ) E (K) = Ex(k) . k : 通常 の 双対空間

さらに 以下 のように 拡張 される 。

① : Artin A加群の 圏

を : NoetherA 加群の 圏 とすると

燕士 が 反変 同 値を 与える

へ

A- Mod A -Mod
AE .ニ A

UItoether tArtin u 注意 :

。 finlen. ⇒ ArHin かつ Noether
ー

e ～ oP e
…
ー

… 。 filen. AT- mod = finden. A-onod
.

finlen
.

finher
.

A - Mod A - Mod

Rmk . E := EA ( K)

の E は K に 同型な 極小部分 A 加群 を 唯一含 む、
Ikness. extなのでもと 交 わり 、 交わるなら 体 なので 一致する

。 よって k= HomA
( K .E) ≈ Homk (k ,k ) =( K の通亀 のral

)

これは単なる
「

HomA (K ,E) は 《 上 1次元
” (Thn. 5 (in ))」 より 強 いことを 言っていて

自然 な K“ ≈ K があることを 意味する。



Nisimpe なる O≠ xEN による

i) 。 E : ing .
より (_ )~= Homa (- 、E) は 完全関手 N= xA aA(AmCeyi- rl.

の M = Me(m)≥ … 干 = 0とする。
A ≥ Amn (oe)だから m2 Am(x) より

N 2品O より^て =An)
0 0 → Mi → Mits → k → 0 :ex .(Mc/Mctsは単QAmod より ≈ Afm)
VGOG M : G MIG K 'akGO : ex. より I(Mii ) = l (Mc) ti
～ →帰納的 に L(M) =d(M^)

M
.
M → Homa( floma (M , E) , E ) = MW自然な homがあるが 、
; x tsx = [λ →λ CGx) ] iCe . τ : Ide⇒ G]~ )

0 → M : → Miti → k → 0 : ex
.

より 帰納的 に fivelemmaで
山: ↓IMiti ↓tk : nect の一般亡詞で iso

O → MiV → Miti → koV → 0 : ex
.

EM : iso である
。

:; ) 。E →E* A は全
A

@ A = Ain≤ 2 A/m” とみなし 。ex(anmudn)。 ε EAをひとつ 取 る。

Thm.4 (w) より 2k= 0 なるK が 取れるがeakl= e@ (an odで )である

実際 eakol - ep (an mod m" ) n
= ex (ac - an nodmen ) n ac -an は n ≤ Kで 01 nakで nk の元なので

～ へ

=Ʃ eTπ :④に (ac-an modmn) n εnk =mt A(本質 )

よって1
= 0

.

〈
(ac-anmodn")n =Ʃπibe (πct mk, $: εA ) とかけ

へ
o E→ Aは単射(A →A: ffletで 、 Thm'7. 5

)よってE≡☆ : A 加群
、

。 王 は A - injective

の AへのイデアルA ^- hom .
…

… ① φ A = 1凸A/pで
② … て : f .g. より

1 k -
r
9℃→E)臨

め"↓ ( Cての生成会 の像GE を
U② 泊すような mOを取ると
V
m2 A/mn : Aの群 φG7~z)= m “φ (2)= 0 .

Artin- Rees U 1③ ∴ 21 い
Msv へ これは QCGA と整合 した

1
PMAa "A

r≡ Gtnn "Af"AA≤ A/mMA 延長になっている
。

oEは K の A プでのinjhull (本質的拡大 は 明 らかなので ) Thr . 18. 6
.

口



Lem
.

6 A . -Noether , NEM : ess
. ext

.
⇒ NSEMs : ess .ext

.

Prf .M →Ms を §→ / 1
= : と 書 く

。

。
「 七st 0 に 対しNsへ ( As' s)≠ o 」 を 示 せば+ )か、

② それが
示 されたとする、

0≠ L ← MSなら 、O キxELを取 るとx = ws (UEAs× ) と書けるが、1 Nsn (As§s) もO より Y多SENS が取れるので 呼YSENSっしである 、

Y %(eAss)
。 §§ 0 だとする、
。 {annlt) ③ Jtes }の梅大元 をaun\t)とし 、 toとおく、 toESより M ≠o ー

0 b = (N : n )
=
{ acAlaneN }とすると 、 by = AY っNs

.*+0

.

。 b = ( か .… …% ) と生成元を取る

1so なるこがある 。

③ ないとする 。 局所化の 構成 からある tES により 比:り= 0 ( “)_

( tby= 0 だが 。 のとり方 (Amyが根大 ) よりそですでに受化される} = 0 .

の bMs ε (AsYs) ^ Ns = (As §s) ANs より OK
.

Cem
.
6

ロ
ー

Ronk
.

の M a ,
I

: inj .esol . がminimal
⇒ f{ : EA (M)Ea(Iandi )

(器路飛: A-wdes.ext . 号:Asssext .より
. Ms I

:

minimal ing-resol . as A - mod . ならば

MsIg
:
minimalinj .resol, as As- mod. となる 。 … ゆ



Def . MaGI : min - ing resol .

Mi (p, M) : =(I の直既約分解 に現れる E(A/P ) のコスウ )

つまり by defでゴ台wE(A/p)
のµ:(PM)

Thom .18 .7 .A : Noether . こニは 既知( Ex. 7 .7.)

µ i (P.M ) =di)Ex ‰(KCP )、 M =di) Ex将 (A/D, M ) p
Arf . (A , P , k) : local . で 示せばよい 、( @ よ )Mi(P .m ) (PAD . MP)なので )

MGI 'd ) :miningresol. を取る
.
Ext a defより

Ext高 (K . M )

d
i - 1 令 に次コホモロジー

… → HomA(K , I^ - ) →HomA(k , Iz )tHoma( K.Ii*) → ……
f

0 てい 211t , 対応 211

i

Ti -
i

→

d:
-
1

T = (O : P)ェ : サ → …

…

Ii の socle
~極大イデアル受化をする元全体のこと

の 微分 di は 全 て 自明、

) xεTiを取 る 。Ax≤I は Ii
-"山 Ii より d (I)と 交 わりをもつが 、

ess .ext.( d(Ii- )Ax 体 より Axad ( Ii-).xed ( a-)

のよって Ex( K. A )=Ti :

o dimkTi = dime Homa (k, I:) =thn. s ( i;; ) μ
:( P,) M.

Thm . 18. 8. A : Noether

A : Gorenstein ⇒ AS I
'

: min
. inj resol .

が Is=

EA (A/p)

⇒ M _ (P.A) = fi
.htp (tP)



Thom .(8 . 9 .( Ain ) : Noether, local . M : f.g . A - Mod
.

injdimMa ∞ ⇒ inj - dim M = depthA

prf . injdionty ar , depthAat ε ic.
0 p ≠m なら 。xcm - P はA/ pA/P を 与 え

、
( injdimをこえると Ext =o より )

Extr(ACD ,M)巡Ext (A/P, M) でNAK より Ext*(Alp , M ) = 0 .

。 Lem . ( より 、inj .dim = r ならExtt(A/ p
,M) o な ZP は存在しなければならないので

Ext
"

A ( . M) ≠ o . Thm . 6 . 1 s : ; ) :{N-非り} = UAss( )v

。 xic. ッ tを 極大A 列 ,N =Ali-,oxu ) とおと .mA (N )
.

∞ Ks N があるので O# Extr (k. M ) *Ext「a (N,M ) より Exta (N, M ) ≠ o
.

。 K (x. …xt)→N :poj-resol. により 、 Ext旨 (N, M ) は
Cober tHoma (( K,

M ) → Homa( kem ) ) となる

t
でい 2ll -

: Ke= Aer…t≈ A .

臣 M M
より ≤ M/Ccuct) M ≠ o

nc)1 →Ʃ(sgn}EcMi NAK

王

。 よて 長さ tの projiresal . projdim ≤ t
Exft(N, _) も 0 goj .dim zt ) Poj

-drmN=t .

Extt (- , M ) も O より tcinj - dimMar .
Ext

~ (N 、
- ) ≠o より ra projidimN = t

. } tar .DTm. ltaa .


